Matematica Atuarial li

Aula 12

Danilo Machado Pires
danilo.pires@unifal-mg.edu.br

Créditos: Leonardo Henrique Costa; leonardo.costa@unifal-mg.edu.br

https://www.portalhalley.org/materiais.html#notas




»Notas de aula da disciplina Matemaéatica
Atuarial II, oferecida pelo curso de
Bacharelado em Ciéncias Atuariais da
Universidade Federal de Alfenas, campus
Varginha.

PIRES,M.D.; COSTA, L.H. Status ultimo sobrevivente: Seguros pagos no momento da falha.
[Notas de aula]. Universidade Federal de Alfenas, Curso de Ciéncias Atuariais, Alfenas,
2026. Disponivel em: https://www.portalhalley.org/materiais.html#notas .Acesso em:
28 jun. 2026.




Status ultimo sobrevivente

A densidade de Tx5 ¢ obtida por meio de (sob a hipétese de independéncia):

dFTW(t) _ d tCIW _ d[ tdx tq}’]

dt dt dt
dFTW(t)
D = fr (6 ey + fr, () 18

Lembrando da expresséo da forca de mortalidade

fr, (t) B fr,(t)
1- FTx(t) - tPx

ulx +1t) =

Entao:

fr,(®) =ulx+1t)px e ny(t) = pu(y +t) ;py



Status ultimo sobrevivente

A densidade de Tx5 ¢ obtida por meio de:

dFTW(t)
e u(x +t) 1ox cqy + u(y +t) ¢0y ¢4x

fri;(©) = p(x + 1) Py 1@y + (Y + 1) Dy +qx

= u(x +1t)¢pxq,: a ultima morte ocorre pela morte de x em t, quando y ja
morreu.

= u(y +t)(py ¢qx: a Gltima morte ocorre pela morte de y em ¢, quando x ja
morreu.



Status ultimo sobrevivente

A forca de mortalidade do status tltimo sobrevivente sera:

fo—y(t)
UG FEY T D) = —

t Pxy

u(x +1t) 10y cqy + 1y + 1) 1y 14y
1-— t Ax tCIy

ulx+t,y+t)=

A forca de mortalidade do status 1ltimo sobrevivente é a taxa
instantanea de ocorréncia da ultima morte, condicionada ao fato de que
pelo menos uma das vidas ainda esteja viva no instante t.



Resumo

Tyy = min(Ty, Ty) Ty = max(Ty, Ty)
FTx,y(t) = tqx Tt 9y — tqx t9y = t9xy FTW(t) = tqx t9y = t4xy
STx,y(t) = tPx tPy = tDPxy STW(t) = ¢tPx t tPy — tPx tPy = tPxy
ux+t,y+t)=ulx+t)+uly+t) ux+ty +1t)
_ B D) epx ey + RGO Py 14x
1= ¢tqxtqy

froy(O) = e Prypx + 6,y +10) frey(®) = ¢ Pxzu(x + &y + 1)



Exemplo 1: Determine a funcdo acumulada e a funcdo
sobrevivéncia para o status ultimo sobrevivente.

Seja o tempo de vida futuro T, e T), independentes, ambos com
a seguinte funcao de densidade.

0,02(10—-¢t) 0<t<10
F() = {0 (1o=0 >
caso contrario

th — tqy — O,Z(t _ O,OStZ)

2

H(x+t)=li()’+t)=m



Exemplo 1:

txy = t9x ty

tqxy = [0,2(t — 0,05t%)]*



Exemplo 1:
tPxy = tPx T tPy — tPx tPy

Py = [1—0,2(t —0,05t2)] + [1 — 0,2(t — 0,05t2)] — [1 — 0,2(¢ — 0,05¢2)]”

Pxy = 2[1 = 0,2(t — 0,05t*)] — [1 — 0,2(t — 0,05¢t*)]*

Dxy = [1—0,2(t — 0,05¢%)]{2 — [1 — 0,2(¢t — 0,05t)]}

Pxy = [1—0,2(t — 0,05¢%)]{1 + 0,2(t — 0,05t2)}

Dz = 1 —[0,2(t — 0,05¢t%)]*



Exemplo 2: Determine a funcdo de densidade e a forca de
mortalidade para o status ultimo sobrevivente.

Sejam os tempos de vida futuro T, e T, independentes, ambos com
a seguinte funcao de densidade.

0,02(10—-¢t) 0<t<10
F(6) = {O (1o=0 L
caso confrario
2
tdx = tqy — Olz(t _ O,OStZ) :u'(x + t) = ,Ll(y + t) — 10—t

qzy = [0,2(t — 0,05t%)]? x5y = 1 —1[0,2(t — 0,05t%)]?



Exemplo 2:

fray () = u(x + 1) ePx ¢qy + 1y + 1) Py ¢qx

fray

2
= ———{[1-02(t - 0,05¢7)]0,2(t — 0,05¢*)}
2

+ {[1 —0,2(t — 0,05t%)]0,2(t — 0,05t2)}

10—t

fre5(8) = 104_ t{[1 —0,2(t — 0,05¢%)]0,2(t — 0,05t%)}



Exemplo 2:

pU(x +t) (py tdy + uly +1t) tPy tqx

tPxy

ux+t,y+t) =

4
10 —t

{|]1 —0,2(t —0,05¢2)]0,2(t — 0,05¢t2)}
1-[0,2(t — 0,05¢t2)]?

ux+t,y+t)=




0,02(10—£) 0<t< 10
£(t) = { Y020 =0 ,.
caso contrario

Pxy = [1 —0,2(t — 0,05t2)]? tPzy = 1 —[0,2(¢ — 0,05¢%)]

+dyy =1 —10,01(10 — t)?]? tqxy = [0,2(t — 0,05t%)]?
X,y )

4 ulx+t,y+t)

o[t - 02(t - 0056)]02(: - 005¢)
10—t = 1—[0,2(t — 0,05¢t2)]2

ulx+t,y+t)=

4
froy® = [1=02(t = 005t —— | 1,

4
= T—t{[l — 0,2(t — 0,05t4)]0,2(t — 0,05t2)}

e, = e, = 3,3333

~ 4,66

ex,y
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Status ultimo sobrevivente(Seguro vitalicio)

Ao lidar com T3, onde Ty e T, sdo variaveis

aleatorias continuas da sobrevida de x e 7y, temos
que o prémio puro unico do seguro vitalicio, com
beneticio unitario, é calculado por

Ay = j e_&fTW(t)dt
0



Status ultimo sobrevivente(Seguro temporario)

Caso o seguro tenha uma cobertura pré-
determinada entao o prémio puro Unico do
seguro temporario, com beneficio unitario
(pago no momento da falha do status) sera:

] = fne_&fTu(t)dt
0

em que u = {x,y}, logo fr (t) = fTW(t)-



Exemplo 1: Seja Txy = max(Ty, Ty) em que T, ~ Exp(0,025) e
T, ~ Exp(0,02). Usando 6 = 0,05. Calcule o valor de /Tal:zm , em

que u = {x,y}.

Solucao:

20
Ao = | eH{{uGe+ 0 pal eay + [ + 0 ey e}t
0

Tendo em visa que
tpx — 1 _ e_O'OZSt ’ th — e_O'OZSta M(X + t) — 010257
tPy =1 — e 002, tdy = e %%t e u(y +t) = 0,02

Entao:



20
Aﬂ1:2_| — f e_&{[.u(x +t) tPxl tdy + [.u(y +t) tpy] tCIx}dt-
0

Tendo em visa que

Px = 1—e 00 g, = €700t y(x + 1) = 0,025,

thy =1 — e 002, tdy = e %%t e u(y +t) = 0,02

20
Aﬁ1;2_| — j B_O’OSt{[(O,OZS)(l _ e—0,0ZSt)]e—0,0Zt + [(0’02)(1 _ B_O’OZt)]e_O’OZSt}dt,
0

20
Apze = | (0,025e7007¢ — 0,045e~0095¢ + 0,02 70075 gt

Aﬁ1:2_| ~ O, 0734.



Status ultimo sobrevivente-Relagcao entre T Xy © T: Xy

em que u = {x,y)
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